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Partie IV

18. Soit f un élément de Dn(R), alors f (n) est dans D0(R) et on a :

∥f (n)∥D0(R) = sup
x∈R

|f (n)(x)| ⩽
n∑

k=0
sup
x∈R

|f (k)(x)| = ∥f∥Dn(R) .

Ceci montre que l’application linéaire f 7→ f (n) est continue de Dn(R) dans D0(R).
21. Soit F un élément de HN(R). Le prolongement de F à C est une fonction entière donc on peut

appliquer la formule de Cauchy à f sur n’importe quel chemin (en particulier un cercle) et écrire
pour tout nombre complexe z :
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Soit z un nombre complexe et θ un nombre réel.
D’après l’inégalité triangulaire et l’inégalité triangulaire renversée on a :
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L’inégalité triangulaire renversée nous donne également :
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d’où l’inégalité :
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Ainsi, si z est un nombre complexe et F est dans HN(R), on a :
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Ainsi, si N < 0, on obtient pour tout F dans HN(R) et tout nombre complexe z :

|F ′(z)| (1 + |z|)N e−|Im(z)| ⩽ 2
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ce qui prouve que F ′ est un élément de HN(R) avec
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Si N ⩾ 0, on obtient pour tout F dans HN(R) et tout nombre complexe z :

|F ′(z)| (1 + |z|)N e−|Im(z)| ⩽ 2N+1√e∥F∥HN (R)

ce qui prouve que F ′ est un élément de HN(R) avec

∥F ′∥HN (R) ⩽ 2N+1√e∥F∥HN (R) .

On a donc montré que l’application linéaire F 7→ F ′ est un endomorphisme continu de l’espace
vectoriel normé HN(R).

Partie V

22. Soit f un élément de D0(R). f est donc continue sur R et s’annule en dehors de [−1; 1].
On a donc, pour tout nombre réel x,

|f(x)| ⩽ M1[−1,1](x)

où M = ∥f∥D0(R), ce qui prouve que f est dans L1(R) avec

∥f∥L1(R) ⩽ 2M

La fonction f admet donc une transformée de Fourier et on a, pour tout nombre réel ξ :

f̂(ξ) =
∫
R

e−ixξf(x)dx =
∫

[−1,1]
e−ixξf(x)dx .

La fonction (z, x) 7→ e−ixzf(x) est définie et continue sur C × [−1, 1] et pour tout x ∈ [−1, 1], la
fonction z 7→ e−ixξf(x) est entière. De plus, pour tout nombre complexe z et tout x ∈ [−1, 1], on a :∣∣∣e−ixzf(x)

∣∣∣ ⩽ MexIm(z) ⩽ Me|Im(z)| .

En particulier, si R > 0, |z| < R et |x| ⩽ 1, on a :∣∣∣e−ixzf(x)
∣∣∣ ⩽ MeR

et comme D(0, R) × [−1, 1] est de mesure finie, le théorème d’holomorphie sous le signe intégral
nous permet de dire que z 7→

∫
[−1,1]

e−ixzf(x) est holomorphe sur D(0, R) pour tout R > 0, donc

sur C. Ainsi, f̂ se prolonge en une fonction entière telle que pour tout nombre complexe z :∣∣∣f̂(z)
∣∣∣ e−|Im(z)| ⩽

∫
[−1,1]

∣∣∣e−ixzf(x)
∣∣∣ dxe−|Im(z)| ⩽ 2M = 2 ∥f∥D0(R) .

La fonction f̂ est un donc un élément de H0(R) avec :∥∥∥f̂∥∥∥
H0(R)

⩽ 2 ∥f∥D0(R) .

Ceci prouve que l’application linéaire f 7→ f̂ est continue de D0(R) dans H0(R).
Quant à l’application linéaire f 7→ f̂ ′ de D1(R) dans H0(R), c’est la composée de f 7→ f ′ qui est
continue de D1(R) dans D0(R) d’après la question 18 par l’application précédente, ce qui prouve
qu’elle est continue.



23.b Soit n un nombre entier naturel non nul et f dans Dn+1(R). f ′ est donc dans Dn(R).
Supposons que pour tout nombre complexe z on ait :

f̂ (n)(z) = (iz)nf̂(z)

(propriété qui est vraie pour n = 1 d’après la question précédente), alors comme f (n) est dans
D1(R), la question précédente nous dit également que pour tout nombre complexe z on a :

izf̂ (n)(z) = f̂ (n+1)(z) = (iz)n+1f̂(z) .

Par récurrence, on a donc montré que pour tout nombre entier naturel non nul n, toute fonction
f ∈ Dn(R) et tout nombre complexe z, on a :

(iz)nf̂(z) = f̂ (n)(z) .

Soit f un élément de Dn(R) et z un nombre complexe.
Si |z| ⩽ 1, on a :∣∣∣f̂(z)

∣∣∣ (1 + |z|)ne−|Im(z)| ⩽ 2n
∣∣∣f̂(z)

∣∣∣ e−|Im(z)| ⩽ 2n
∥∥∥f̂∥∥∥

H0(R)
⩽ 2n+1 ∥f∥D0(R) ⩽ 2n+1 ∥f∥Dn(R) ,

alors que si |z| > 1 on a :
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∥∥∥f (n)
∥∥∥

D0(R)

⩽ 2n+1 ∥f∥Dn(R)

Ceci montre que ∥∥∥f̂∥∥∥
Hn(R)

⩽ 2n+1 ∥f∥Dn(R)

pour toute fonction f dans Dn(R) et donc que l’application linéaire f 7→ f̂ est continue de Dn(R)
dans Hn(R).


